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Жалпы нәтижелер. (15) теңдеулер жүйесi (16) бастапқы шарттармен бiрге иммун-
дық жауаптың фонында инфекцияның даму динамикасын сипаттайды. Теңдеулер жүй-
есiнiң барлық тұрақтылары терiс емес. Терiс емес бастапқы шарттар үшiн t = t0 = 0.

V0 ≥ 0, C0 ≥ 0, F0 ≥ 0, m0 ≥ 0. (1)

Барлық t ≥ 0 үшiн (15) — (16) теңдеулер жүйесiнiң шешiмi бар және жалғыз.

Стационарлық шешiмдер. (15) теңдеулер жүйесiндегi стационарлық шешiмдерiн
табу үшiн жүйенiң барлық оң жақ бөлiктерi нөлге теңестiрiледi:

(β − γF )V = 0,

ξ (m)αV F − µc (C − C∗) = 0,

ρC − (µf + ηγV )F = 0, (2)

σV − µmm = 0.

Мұндағы V (t− τ) = V = const, F (t− τ) = F = const, C∗ шамасы F ∗-пен келесiдей

байланысады:

C∗ = µfF
∗/ρ,

мұндағы C∗ пен F ∗ − V = 0 жағдайындағы сау организм үшiн C және F мәндерi.

V = 0, C = C∗, F = F ∗ = ρC∗/µf , m = 0, (3)

сау организмнiң жағдайын сипаттайды. Бұл жағдайдың тұрақтылығын талдау үшiн
белгiсiз функцияларды (3) тепе-теңдiк күйден аз ауытқу арқылы қарастырылады:

V = V ′, C = C∗ + C ′, F = F ∗ + F ′ m = m′. (4)

Бұл өрнектер (??) теңдеулер жүйесiне қойылады, V ′, C ′, F ′ және и m′ мәндерi өте аз
шама ретiнде қарастырылады, екiншi дәрежелi кiшi шамалар ескерiлмейдi.

dV ′

dt
− (β − γF ∗)V ′ = 0,

dC ′

dt
+ µcC

′ = αF ∗V ′ (t− τ) ,

dF ′

dt
+ µfF

′ = ρC ′ − ηγF ∗V ′, (5)

dm′

dt
+ µmm

′ = σV ′.
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Бұл теңдеулер жүйесi келесi бастапқы шарттармен шешiледi: t = 0 үшiн:

V ′ = V1, C
′ = C1, F

′ = F1, m
′ = m1 (6)

Бiрiншi теңдеудiң шешiмi V ′ = V1 үшiн келесi түрде болады:

V ′ = V1e
(β−γF ∗)t. (7)

(7) шешiмi келесi шарт орындалса

β < γF ∗. (8)

уақыт бойынша нөлге ұмтылады. Осы шартты ескере отырып, шешiм мына формада
жазылады:

V ′ = V1e
−(γF ∗−β)t = V1e

−β1t, (9)

Мұндағы β1 = γF ∗ − β > 0. t > 0 кезде V ′ нөлге тең емес болғандықтан, [−τ, 0)
интервалында және сәйкесiнше, барлық t < τ үшiн V ′ (t− τ) = 0 орындалады. (5)
жүйесiндегi екiншi теңдеудiң шешiмi t < τ үшiн келесiдей жазылады:

C ′ = C1e
−µct (10)

(??) теңдеуден алынған t ≥ τ үшiн C ′ (τ) = C1e
−µcτ бастапқы шартты және (9)-ке сәйкес

V ′ (t− τ) = V1e
−β1(t−τ), ескере отырып, C ′ (t) үшiн шешiм келесi түрде болады:

β1 6= µc : жағдайында

C ′ (t) = C1e
−µct +

αF ∗

µc − β1
V1
[
eβ1(t−τ) − e−µc(t−τ)

]
; (11)

β1 = µc : жағдайында

C ′ (t) = C1e
−µct + αF ∗V1 (t− τ) e−β1(t−τ). (12)

Үшiншi теңдеудiң жалпы шешiмiнiң түрi

F (t) = e−µf t
[∫

ρC ′ (s) eµf sds−
∫
ηγF ∗V ′ (s) eµf sds+ A

]
, (13)

мұндағы A тұрақтысы сәйкес бастапқы шарттармен анықталады. Егер β1 > 0 болса,
t → ∞ ұмтылғанда F ′ (t) → 0. (11), (12) ұқсас құрылымы бар (5) жүйесiнiң төртiншi
теңдеуiнiң шешiмi де дәл осылай алынады:

а) β1 6= µm : жағдайында

m′ (t) = ε4e
−µmt +

σ

µm − β1
ε1
(
e−β1t − e−µmt

)
;

б) β1 = µm : жағдайында

m′ (t) = ε4e
−µmt + σε1te

−β1t.
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Сонымен, (3) стационар шешiмiнiң барлық аз ауытқулары β < γF ∗ үшiн уақыт
өткен сайын нөлге ұмтылады, бұл шешiмнiң асимптотикалық тұрақтылығын бiлдiредi.

Ауру динамикасының мүмкiн нысандары
және олардың жiктелуi

(15) ауруға жауаптың моделiн талдау белгiлi бiр коэффициенттер жиынтығында
антигендер концентрация V (t) шешiмiн сапалы бағалауға мүмкiндiк бередi. V (t) ше-
шiмiнiң шекаралары болып табылатын екi шектiк жағдай қарастырылады.

Ағза белгiлi ерекшелiктерi бар антиденелердi шығармайды деп қарастырылады, яғ-
ни барлық t ≥ 0 және ρ ≡ 0 үшiн F (t) = F 0 = 0. Бұл жағдайда V (t) үшiн теңдеу
мынадай түрде болады:

dV

dt
= βV.

Бұл теңдеудiң шешiмi келесiдейтабылады:

V (t) = V 0eβt,

мұндағы V0 антигендердiң t = 0 уақытындағы алғашқы концентрациясы (инфекцияның
дозасы). Органның зақымдану динамикасы келесi теңдеумен сипатталады:

dm

dt
+ µmm = σV 0eβt,

t = 0 үшiн m = 0 болса, оның шешiмi:

m =
σV 0

β + µm

(
eβt − e−µmt

)
.

Зақымдалған органда қалпына келтiру процестерiнiң болмауы, яғни µm = 0 болса,

m =
σV 0

β

(
eβt − 1

)
және барлық t ≥ 0

V = V 0eβt, F = 0, m =
σV 0

β

(
eβt − 1

)
. (14)

мұндай шешiм өлiмге әкелiп соғатын ауруға сәйкес келедi, себебi антигендердiң өсуiн
өтейтiн факторлар жоқ. Қарастырылып отырған жағдай шектеулi болып табылады. Iс
жүзiнде мұндай жағдайлар өте сирек кездеседi. Алайда кейде иммундық жүйенiң анти-
генге реакциясы соншалықты әлсiз болатыны сонша мұнда сипатталған мiнсiз жағдай
жақсы жақындату болып табылады. Бұл жағдай, мысалы, иммундық жүйесi антигенге
қарсы реакциядан бас тартқан адамдарда немесе жүре пайда болған немесе туа бiткен
иммундық ақаулары бар, не кейбiр қарт адамдарда орын алады.
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Екiншi шектеулi жағдай антиденелердi қалыптастыру механизмiн қоспай антиген-
дерге тән организмде болатын антиденелердiң деңгейi организмге енген барлық ан-
тигендердi жою үшiн жеткiлiктi болған кезде күштi иммундық жауап кезiнде жүзеге
асырылады. Бұл жағдайда V (t) үшiн теңдеу формасы келесiдей:

dV

dt
= (β − γF )V,

мұнда β � γF . V 0 жұқтырау дозасын кiшкентай деп есептесе, F ∗ қалыпты антиде-
нелердiң деңгейiмен анықталған F тұрақты мән ретiнде қарастыруға болады. Сонда
жоғарыда келтiрiлген теңдеудi қайта жазуға болады:

dV

dt
= (β − γF ∗)V,

және оның шешiмi:
V = V 0e−(γF

∗−β)t.

Бұл организмдегi антигендердiң популяциясы экспоненталық төмендейдi. Шектеулi жағ-
дайда (β = 0), шешiм келесiдей болады:

V = V 0e−γF
∗t.

Сонымен, өлiмге әкелетiн және жоғары иммунологиялық тосқауылға сәйкес келетiн
екi шектеулi шешiм табылды. Модельдiк коэффициенттер мен бастапқы жағдайлар
мәндерiн ескере отырып, аурудың әртүрлi динамикасының тобы 2.3.7-суретте көрсетiл-
ген көлденең қимаға сәйкес келедi.

2.3.7-cурет

Аурудың аз тривиальды динамикасын қарастырайық. t = 0 кезiнде сау ағзаның V 0

антигендердiң алғашқы дозасымен ауруды жұқтыру басталып және β > γF ∗ орындал-
сын. Содан кейiн (??) модельдiң бастапқы шарттары мынадай түрге ие болады:

V (0) = V 0, C (0) = C∗, F (0) = F ∗, m (0) = 0.
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Антигендер концентрациясы t > 0 кезiнде өседi, өйткенi β > γF ∗, t = 0 нүктесiнiң
маңында туынды dV/dt > 0. t = t1 > 0 кезiнде V (t) өзiнiң максимумына жетедi, яғни
V (t1) = Vmax, мұндағы F (t1) = β/γ. t > t1 үшiн F (t) β/γ деңгейiнен асып кетедi және
F (t) > β/γ орындалғанша V (t) азаяды, өйткенi dV/dt < 0.

(t1, t2) жеткiлiктi үлкен уақыт аралығында F (t) > β/γ орындалады және V (t) осы
аралықта кiшi мәндерге (iс жүзiнде нөлге дейiн) ұмтылады. Бұл жағдай 2.3.8-суретте
көрсетiлген. Бұл түрдегi шешiмдi аурудың өткiр түрi деп аталады.

(t1, t2) интервалы жеткiлiктi тар болса, онда t = t2, нүктесiнде F (t2) = β/γ және
кiшi мәндерге түсiп үлгермей V (t) өзiнiң минимумына Vmin жетедi, ал t > t2 үшiн
V (t) қайтадан өсе бастайды, өйткенi t = t1 + ε үшiн dV/dt > 0 үшiн, мұндағы ε - кiшi
шама. Болашақта бұл процесс өзгермейдi және V (t) –ның жергiлiктi максимум мен
минимумының өзара ауысуы орын алады (2.3.9-сурет). Мұндай түрдегi шешiм аурудың
созылмалы түрi.

2.3.8-сурет

Сонымен ∆t = t
′
1 − t1 және ∆T = t2 − t1 аралықтарының ұзақтығы арасындағы

байланыс аурудың нәтижесiн анықтайды. Егер ∆T > ∆t, онда бұл аурудың өткiр түрi
(сурет 2.3.8), егер ∆T = ∆t, онда бұл аурудың созылмалы түрi (2.3.9 сурет). Өндiрiлген
Fmax антиденелерiнiң максималды саны неғұрлым жоғары болса, ∆T = t2−t1 соғұрлым
көп, демек, аурудың созылмалы түрiнiң пайда болу ықтималдығы аз.

Осылайша, аурудың түрiне dV/dt антигендерiнiң туындысы терiс болуы және оның
белгiсi қаншадықты өзгермейтiндiгi әсер етедi. Әлбетте, егер V (t) > 0 және F (t) > β/γ
кезiнде dV/dt < 0. Ұсынылған модельде әрдайым V (t) ≥ 0 тең болады және теңсiздiк
V 0 = 0 жағдайда ғана нөлге тең болады. Организмнiң инфекциясы орын алған деп
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2.3.9-сурет

болжанғандықтан, яғни V 0 > 0 болса, онда dV/dt терiс мәнiнiң қажеттi және жеткiлiктi
шарты F (t) > β/γ теңсiздiгiнiң орындалуы болып табылады. Егер иммунологиялық
тосқауыл өтiлмесе (V 0 < V ), онда келесi жағдайлар мүмкiн:

1 жағдай Шексiз үлкен уақыт аралығында dV/dt < 0. Осы түрдегi шешiм ау-
рудың субклиникалық түрi деп аталады. β > γF ∗dV/dt > 0 жағ-
дайында t нөлге жақын және V (t) артады. t = t1 нүктесiнде V (t)
максимумға жетедi, содан кейiн төмендейдi.

2 жағдай (t1, t2) жеткiлiктi үлкен уақыт интервалында dV/dt < 0 . Бұл аурудың
өткiр түрi (2.3.8-суреттi қараңыз).

3 жағдай (t1, t2) жеткiлiктi аз уақыт интервалында dV/dt < 0. Бұл аурудың со-
зылмалы түрi (2.3.9-суреттi қараңыз). Егер t1 нүктесi болмаса, онда
төртiншi жағдай орын алады.

4 жағдай Шексiз үлкен уақыт аралығында dV/dt > 0. Бұл өлiмге әкелетiн
нәтижеге сәйкес келедi.

Сонымен, математикалық моделдеу есептiң төрт түрлi шешiмiн бере алады, бұл
шешiмдердi ауру динамикасының формалары ретiнде қарастыруға болады. Аурудың
субклиникалық формасы организмнен антигендердiң тұрақты түрде шығуымен айры-
қшаланады., оның себебi антигендер иммундық бөгеттi өте алмайды. Аурудың өткiр
формасы антигендер концентрациясының өте үлкен жылдамдықпен көбеюiмен ерекше-
ленедi. Аурудың қайталанатын формасы үшiн антигендердiң нөл емес популяциясының
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бар екендiгi және оның динамикасының бәсең болуы шарт. Ал өлiмге әкелетiн ауру
формасы органның қатты зақымдануымен, оның өз функциясын орындай алмауымен
байланысты.

Сұрақтар:
1. Инфекциялық аурудың қарапайым математикалық моделiн сипаттаңыз.

2. Жүйенiң тепе-теңдiк күйiнiң тұрақтылығын бағалаңыз.

3. Негiзгi параметрлердiң динамикасы негiзiнде жұқпалы аурудың математикалық
моделiнен туындайтын әр түрлi нәтижелердi сипаттаңыз.

4. Жұқпалы аурудың математикалық моделiн жасау кезiнде жасалған жорамалдар-
ды дәлелдеңiз.

5. Негiзгi параметрлерiн талдау негiзiнде жұқпалы аурудың созылмалы түрiн баға-
лаңыз.

6. Негiзгi параметрлердiң динамикасы негiзiнде жұқпалы аурудың мүмкiн жағдай-
ларын сипаттаңыз.

Жаттығулар:
1. β < γF ∗ жағдайындағы аурудың қарапайым моделiнiң теңдеулерiнiң сандық ше-

шiмiн көрсету (iндеттiң субклиникалық түрi), сонымен қатар тиiмдi немесе «қа-
лыпты» жауапты жағдайларды (αρ < µcηγ) және әлсiз жауап немесе «иммунитет
тапшылығын» бөлiп көрсетiңiз (αρ > µcηγ).

2. Белсендi (қалыпты) иммундық жауап инфекцияның дамуына жол бермеуi немесе
оның дамуын жылдам тоқтатуы мүмкiн екенiн көрсетiңiз. Иммундық жауаптың
бұл динамикасы аурудың өткiр түрiнiң жазылумен аяқталуына келетiн жағдайға
ұқсайды.

3. Әлсiз иммундық жауап кезiнде антигеннiң (V0 > V ∗) иммундық кедергiнi асып
кетуi организмнiң жойылуына әкелетiнiн көрсетiңiз.

4. Аурудың өткiр түрi. Иммунитетi қалыпты жүйесi бар ағзаның жағдайында ау-
рудың өткiр нысанының жазылу күйiне өтуiн суреттейтiн шешiмдi алыңыз. Бұл
жағдайда β < γF ∗, демек, аурудың патогендерiне иммундық кедергi жоқ.

5. Аурудың гипертоксикалық формасы. Иммундық тапшылыққа байланысты им-
мундық жауаптың кешiгуi жағдайында болатын процесстi суреттейтiн модельдiң
сандық шешiмiн алыңыз. Айтылған жағдайда τd > τ .
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6. Аурудың созылмалы формасы. Аурудың созылмалы формасын суреттейтiн мате-
матикалық модельдiң сандық шешiмiналыңыз: а) V (0) мөлшерi аз шама жағдай-
ында, б)антиген өсуiнiң қарқынына байланысты β (β1 < β2 < β3).

7. Проект. Дене температурасының аурудың динамикасына әсерi.
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